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 ��� 	%��%� � ��%�����& �	 s ≤ 2n ���� 	�� ��� 2�& �	���	�� �
��� �	%���� 2s/3 ��& �������� � ��� �	%���� 2s/2�
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 ���
	��� �� �	��	�� ���� �����
 ��� ���� ���	�� �� � #$�
�
���
��������
 ��"�� %� �������� ����� �� � ����� ��� ��� ������ �� ��� ���	�� �	�
��������� ���� �� ������ ��� ���	�� ��� ��� ��������� ������������� ��� ���������
���������� �� � ������������� ���� �	������ ��� &

� �����������	���
���	 & �� ���	�
 �� 
�'�	�� �� #�
 � ���� x �= x′ �� ���	�� ��
��� ���� �	������ H �	�� ���� H(x) = H(x′)

� �� ��	����	��	���
���	 & �� ���	�
 �� 
�'�	��� ��� � ����� x �� #�
 x′ �= x
�	�� ���� H(x) = H(x′)



� ��	����	��	���
���	 & �� ���	�
 �� 
�'�	��� ��� � ����� y �� #�
 x �	�� ����
H(x) = y

����� ��� ������� ����� � ����� ����� �� ��� ���� �	������� %� ��� ��"� �� ���
���� ���	� �� n ����� ���� �� �� ����( ���� ���� ���������� ��� �� ��	�
 �� ����
2n/2 ��
 ��������� ��� �� ��	�
 �� ���� 2n� ��� )�
 ���������� ��� ������$���
�� ������� ����� � ������ ������� 2n/2 ��
 2n� 
����
��� �� ��� ������ �� ���
������ �������� ������ ���	��� �� ������ ��
 *������� ���� ���� ��� ������$���
��� �� ���� 2n/2 �� ��� ������ �� ��� ������ ������� �� ���� 2n/2 +,-.� %� ��������
���� �	������� ��� �	��� �� ��������� � ����� �	������ �����
 ��� 
�������	
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��� ��
�	� ������� �	 ����
��	� ���� ��	
��	�

���� �
������ ���� ���� ��
� �������� ��� ���� �	������ ������������� &

� *��� ��������� ��� ������ ���� ���� ����� ��� ���	��� ����������� %� ��
��� ���� �� �/0 +1� ,1.� �/2 +,3.� *4!(- +)� 0� )-. ��
 *4!(, +,5.� ��� �����
�� ��� ����� ��� �� #�
 ���������� �	�� ������ ���� 2n/2� ����� ���	���
���	������ ���� ��� ������ �� ��� 	�
������� ����������� �	��������

� ��� ������� ������	����� ������ ��	�
 �� �� ��� � ���� ���� �	������� ���
��������� ��
 ��� �	��� 	���� ��� ��� ��(/���6�
 �����
 +7� ,).� ������
���	��� �	����� ���� ���� ������	����� �� ��� ����������� � ���
 ������ +3� ,-.�

� ����	���� ����� �� ������ �������� !���� � ���� ������$��� 264 ��� �����
�
���������� 	���� 
������	��
 ����	����� !�
 ����� � ���� ������$��� 280 ���
���� ���� �� ��������� ��������� ���� �	������� ���� �	��	� ��"� ≤ 160 ����
��� ��� � ���
 ������ ��� ���� ���� ���	�����

%� ����� �� ��� ����� ���� ��� �� �������� ���
�
 ��� ���� �	������ 
������ %�
������	���� �� �� �������
 ���� � ���
 ���	���� �� �� �������� ��� ��"� �� ��� ��������
������ ���� �
�� ��� ���� ��
����
����� �������
 �� �	� � +,,.� 4����� +5. ��

8��
� 	
 ���+,0.� 9�����	������ ��� �	��	� ��"� �� ���� ��������� �����������
�	������� �� ��� ����� ���	��� �� ��� ���
� �� 
����� ����������� �	�������
���� �� ��������
 �	��	� ������� ������ ���� �	��
��� � ��� ��������� ����
�������� 8��
� 	
 ��� �	������
 �� 	�� � ���	�� n(��� ����������� �	������� ��
��
�� �� �	��
 � ������ ����������� �	������ :�� ��"� 2n(��� ��� �$�����;� ���
����� ����������� �	������ ��	�
 ���� �� �����������
 ���� ��� �� ��� ���������
�	������� �� ���� � ���� ������ �� ��� /�����(����� ������	������ !� �����������
���	���� ��� ���� ��� ������	����� �� ���� ��� ���	���� ��� ���� ������� 	����
���� ���	������� �� ��� 	�
������� <�����< ����������� �	�������

��� ��� �������

%� ���� ������ �� ���	� �� ��� ���	���� �� ��� ��� 
�	��� ������ ���� ��������
�� �*= )--2 +,0. ������� ��� 	�	�� ����� �� �����
��� ��� ������ ���	����� ���
�	����� ���� ���� ���	��
 �� ��������� ����� �� �� ��� ��� ���� �� #�
 :�����
;



�������� ����� � �����	� ������
������ ��� ���	���� ������ !������ �����������
���� ������� �� �� #�
 � ��������� ����� ���� ������� ��� ���	���� ����� ������

�� +,0.�

������ �� ���� ���� � ��������� ��� �� ��	�
 ��� ���� �������� �� ���� 22n/3�
����� #�� ��� ������ ���	���� ��	�
 :�	� � ������� ����� �� � 2n(��� �	������
��	�
 ���� 2n;� *����
��� �� ���� ���� ��������� ��� �� ��	�
 �� 2n� ����� ���
���� ������� ����� �� � 2n(��� ����������� �	������ ����� 22n�

!� ����������� >	������ �� ��� ����� ���	��� ��	�
 ����� �� � �	�� ���� �	��(
���� �	��� 	���� ��� �*= )--2 ����������� �	������� %������
 ������	������ ���(
������ ��>	��� ��� ����������� �	������ �� �� ���������(��������� �� ��
�� �� �	��(
����� ��� ���	���� �� ��� �	�� ���� �	������� ���� �� ��� ���� �� ��� ���	���
��� ��(/���6�
 ������	����� +7� ,).� !������ �$����� ��� ����� �� ������?-2�
����� ����� 	
 ��� ��������
 ��� ��� ��(/���6�
 ������	����� +2.� %� ����� ����(
����� ��� ����������� �	������ �� ��
���
 �� � ���
�� �������

*�������� ��� ��������� ���	��	�� ���� ������ �� #�
 ������ ����� � �������
��� �	�� ���� ���� ������� ��� ����������� �	������ ������ �� 
����������
 �� +3�
,3.� 4������ �� 
�
 ��� �� � ���� ����	�� �	�� ����������
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������ ����� ������� ��� ��� 	��� �������� �������	
� ��
 ��� 	��� 
�����	

�������	
�� ��� �
�� �� ���� �� ���	�
 ������ 
�'�	�� �� #�
 ���������� �� �����(
���� �� � ��	�����
 ������� �� ��� �	������� %� �� ����� ������ �� #�
 <����< ����� �
���� ����� � ������� ��� �	�� ����� ���� ��� ���	������
 �� ��� ���� �� ��� *4!
������ ����� A���� ��
 ���� #��� 
�������
 ���� ���������� +,. ������ <����<
��������� ����� � ���� ����� 
����������
 +)� ,5.�

����� ��� ��������� ����������� ��� �� ��� ���� ����	�� ����(��������� ��

����(�������� ����� � �� ��������� ������ ��	������� ��� �	��	� 
��������� ���
��"� �� ��� ���� ���	�� ���� ��� �� �������� �� ��
	�� 
��� ������� �� �� ��
	�� ���
����	�������� ������$��� :���� �� �!�?� ��� ��������;� @��� �� �� ��������

���� s ���� ��� � �	'����� ����� �� ���	����� �� �� �	������� �� ��	����� ��� �	��	��
%� ���� ����� ���� ���� ����� �� ������� ���� ����� � :�� �� �� ���� 
�'�	�� ��

����� �������� ���������� �� �!� ����������� ��� ��������;�

*����
��� ������� ���������� �� ���� ��� ���� �	������� ��� ���
 �� ��(
���� ���������� ��� ���
 ���� ������ ������������� ��� ��������� �� �	��	�
�� ��"� 160 ���� ��� �� ���
�
 ��� ������������� ���� ������� ���� ������	���
����������
 *4!(,� ��������� �� �� �� ��� ���� ��� 
������ ��� ��
 	� �����
��	�����
 ��� ��������� �	������ ! ���� ���	�������� �� ���� �	������ ��	�������
�� ����� �� ��� *4!() ������ +,2. & �������
���� ���� ��"�� :224 ���� ��
 384
����; ��� �������
 �� ��	������� �� ��� ������ ���� ��"�� :256 ���� ��
 512 ����;�

%� �� �$�����
 ���� ��� ���� ����� � ������� ��	�����
 ���� �	������ ������
������� ����� �� %� ��� �	��	� ��"� �� ��
	��
 ���� n �� s ����� ���� ��� ����
��������� ����� ���	�
 ���� 2s/2 ����� ��
 ��� ���� �������� ����� ���	�
 ����
2s ������ %� ����� �������� ������ A���� ��
 ���� +,. �����
���
 ���� ���������
����� ��� ���	
���� �����	� ��� ������ 
���	 !� ��� ����
���� @���
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��� ��� ��� �� ��� ����� �� �� ������� ����	��
�� ��� #��� ���� ������� �������� ��
 ������ ��� ��	�����
 ��������� ���� �����(
���
�� ��� �$������ �� �� ���� ���� �� #�
 � ���� �������� ��� *4! ���� s = 80
���� ��� ����� �� ��� ������ ��� ��	�����
 ���������� 4������� �	�� ���������
��� ��� ���� ��������� �� ��������� �� "� 	�� �
�� 	 	��� ����
�� "����

��� ���	
���� �����	� ��� ����������	���
B� ��� ��� ���
� ��� ���	���� �� � ��	�����
 ���� �	������ �� 	��� ��� �� 
���


����������� �������
 �� ��� �	�� �������� *	����� ���� ��� ��� #�
 ���������
�� ���� T ��� � s(��� ��	�����
 �	��	�� ����� ��� � ����� n(��� ��������� y�
�� ����� �� ��� ������ ��	����� y �� s ���� ��
 ������ � �������� x ��� ���
��	�����
 ���	�� ����� s ���� �� ��� ������� ��������� ��� �����
� �����#�
 �� x�
��
 ��� ����� �� ��� ������ ���� ���� ��� ��������� n − s ���� ���� ������� ���
���������� ��������� � �������� ����� ��� ��� �	�� ���� ���	�
 ���� &

T ′ = T × 2n−s

4������ ����� �� �� �	�������� ��� ������	� �������� �� ��	� ��� ���� 
�������
�	� ����� ��� ���� �$��� ������� 
������ ����� ���� �� ��� ��	��

B� ��� ����� ���
� ��	�����
 ��� ���� �	������ ��� ������� ��� ����� ��
���	����� ���� ���	����� ��� ���� �������
 ��� �!� ���������� ����� ��	�������
��������� �������� ��� 
�������� �� �������� ����������� ���������� �� �� �����������
�� �����"� ��� ��� ������$��� �� �� ����� ������� ���� ��� �	��	� �� ��	�����
�
��� ��������� ��� �*= )--2 
�	��� ������ ���� �������� +,0. ��� � ���	����
�����
��� ��������� ����� � ������ ���� � ��	�
 �� 22n/3� ��	�� �� �� ���� ��������
�� ��	����� ��� �	��	� ��

2 × (2n/3) = 4n/3

���� ����� ����� �� ������� �� �� ��� ������� ���	���� ��� ��� �������� 9�����	(
������� �� ���� ����� �� ���� ���� ��������� ����� � ��	�
 ������ �	�� ������
���� 22n/3� ���� ���������� ���� ��� ���� �	��	� �� ��	�����
 �� s < 2n �����
�� ���� ��� �� #�
 ���������� �� ���� 2s/3 ��
 ��������� �� ���� 2s/2�

� ��	�
��
�� �� �� ����� ����� �������
��
���	�
��

! ����������� �	������ �� � �	������ F : {0, 1}m → {0, 1}n ����� m > n�
*	����� ���� F ��>	���� t ����� �� ������

� � ���� ������ �� ���� ��"� l�
� � ������� ����������� �	������ ���� ���	�� �� l ����

����� ��� ���� r �� F �� ��������� 
�#��
 �� ��� ����� &

r =
m − n

tl

%� ���������� ��� ���	�� �� 
��� ���������
 ��� ���� ����������� �� ��� ���� 
������ :�� ��� ������� �	������;� !�������� � ����������� �	������ ���� � �����



r = 1 ��
 ����� �� ��������� ����� �� �� � ���� 
�'�	�� ��� +C.� %� ����� ������
8��
� 	
 ��� +,0. �����
	�� ��� ��� ������	������ �� ���������� ����� r = 1/3
��
 r = 2/3� ��� ����� � ������� ���� ��������� ��� ����������� ��� ����� �� ��
�����
�� #��� ��� ����������� �	������ �� ���� ,DC�

��� fi : {0, 1}2n → {0, 1}n �� ��
����
��� ���
�� �	�������� ��� i = 1, 2, 3�
@� 
�#�� ��� 
�	���(������ ����������� �	������ F : {0, 1}3n → {0, 1}2n �� &

F (x, y, z) = (F1(x, y, z) | F2(x, y, z))
= (f1(x, y) ⊕ f2(y, z) | f2(y, z) ⊕ f3(z, x))

���� �	������ ��� � ���� �� 1/3 & �� ���������� ��� ���� �� n ���� ���� 3 ����	�(
����� �� ��� <�����< fi �	�������� ���� ������	����� �� ���� ���	������
 �� ���	�� ,�

x xy y z z

x y z

	
�� �� ��� &	%��� ������ 1/3����� �	����%��	� 	
 +!, ���#

*��������� � �	������ ���� ���� )DC �� �������
 �� +,0.� ��� �
�� �� �� ��(
��������� ��� ��� fi?� ���� � ���� ������ 	����  ��� �� ������ 2n ����� �� ���
/�����(����� ������	������ ���� ������ �� �������� �� ���	� �� 4n ���� ���� ��
�	��	� �� 2n ����� ������� ��������� ��� ����� ���� 1/3 �� 2/3� ���� ������	�����
��	�
 �� �����������
 ���� !=*()27 ��� ���������

� ����
�
���

%� +,0.� �� �� ������ ���� �� ��������� ��� �� �$������
 ��� ��� �������
 2n(���
����������� �	������ ���� ���� ���� Ω(22n/3) >	����� �� ��� ����� 	�
�������
n(��� �	�������� %� �

������ �� �� 
�������
 ��� �� ����� ���� ��	�
�

������ �� >	�� �� �����
 ��� ����� �������
 �� ��� 
��������� ���� ��
���	� ���� ��� �	���� Q �� ������ >	����� �� ��� ��� ������ ��� �� �������� ���
������$��� �� � ��������� ����� � @� 
����� ��� ���	�� ���� ��
 ������ ���
�




��� ��� ����� �� T ��
 M & ����� ��� �������� ����� �� �	�� ���� Q = 22n/3� ���
�	����� �� +,0. 
� ��� ���� ���� 
������ ���	� ��� ������$���� !��������� �����
����� ��>	���� T = M = 2n� 9���� �

������� ���� �� �� ������� � ������ ����� 
����� �����#�� Q = T = M = 22n/3� @� 
� ��� �� � ���� ����	�� �������� ��

����������� ������� �� ����	��� ��� ������$����� �� ��� ����� ��

��� #�� ����	�� ����
�

��� 	� ��� �� ���
�� 2n/3 ���	�� ��� x� y ��
 z� @� ���� ����� ���	�� xi� yi ��

zi ��� i = 1 . . . 2n/3� ����	�� ��� ��� ����� (i, j)�

Ai,j = f1(xi, yj)

���� ����� ��� ���	��� �� � ����� TA(i, j) ���� 22n/3 �������� *��������� ����	��

Bi,j = f2(yi, zj)

��
 ����� �� � ����� TB(i, j)� �������� ����	��

Ci,j = f3(zi, xj)

��
 ����� �� � ����� TC(i, j)� !� ���� ����� Q = 3×22n/3 >	����� ���� ���� ��
�
�� ��� n(��� ����������� �	��������

8�� �����
�� ��� �������� (xi, yj, zk)� ����� ��� 2n �	�� �������� ��
 ��� ���(
�������� �	������ F ���
	��� 2n(��� �	��	��� *� ��� �����
�� ����
�$ ����� 	�
����� ���� ���
 ������������ ��� �������� ���� ���� � ��������� �� F � B�� �����
��� 	� �� TA� ��� �� TB ��
 ��� �� TC ��� �	'����� �� ����	��� ���� F (xi, yj, zk)�
�� �� ��� ������ >	��� �� ���
�
� !���� ����	���� ��� 2n �	��	��� �� ����� ����
�� � ����� ��
 ���� ��� �� ��
�� �� 
����� �� �� ������� ������� ������ ���������
� ��������� �� �$�����
 �� �� ��	�
 ���� Q = 22n/3 ��
 T = M = 2n�

��� � !����� ����
�

@���� ��� ������ �� ������ >	����� �� 	���	� ��� � ���	���� ������ �� �� ��� �������� ��
�������� & �����#������� �� � ���� �	������ ��� ��������� �	����� �� �� ����� �� ���
����	��� �E(���� ��� �	������� fi� %� �� ��������� ��� ���	��� �� �� � � 
����������
������� ��� ���� ���
�
 ��� ��� Q ������ >	����� ��
 ��� ���� �� ��� ���������
!����
��� �� ��� ���	���� ����� �� +,0. ��� ������� ����� ���
� �� ����	��� ��
����� 22n/3 ����� ��� �� ��� n(��� ����������� �	�������� ���������

T > 22n/3

��� ��� ������� ��������� ����� � %� ���� �������� �� 
������� ��� �� ����� ����
����� ��	�
� ��$ ��� �� ��� ���	�� �� F � ��� �������� ��� y = y0� ����� �����
��
22n/3 ���
�� ���	�� �� x ��
 z� @� 
����� ����� ���	�� �� xi ��
 zi ��� i =
1 . . . 22n/3� ����	��� ��� ��� i�

Ai = f1(xi, y0)



��
 ����� ��� ���	��� �� � ����� TA� *��������� ����	�� ��� ��� i

Bi = f2(y0, zi)

��
 ����� ��� ���	��� �� � ����� TB� A��� ������ ���� 22n/3 ��������

8�$�� #$ �� ��������� 2n/3(��� ������� α ��
 ����	�� ��� ����� �� ��������
(Ai ∈ TA, Bj ∈ TB) �	�� ���� Ai ⊕ Bj ������ �� α �� ��� 2n/3 ����� �����#����
����� ����� ���

22n/3 × 22n/3

22n/3
= 22n/3

�	�� ������ ���� ��� �� �������
 ���� 22n/3 ����	������� ���� ������� �� TA

��
 TB 	�
�� ��� ���������� �� ��� ������� α ��� �� 
��� �� #��� FB���� α �� ���
��� �������� �� TA� ���� ������� TB� ��
 #����� ��������� ��� � ��������� �������
��� ��� ������� ���� ����� 22n/3 �� ���� ��
 ������� *	�� ������� ����������
���� ����  ���� ��� � ���� ���� �� ��� ��� ���� �	� ���� ���� �����	���� ��	
��

�� @����� �� +,7.� ��� ���	����� ����� �� ����
 T = TA ��α TB�

�������� ����	�� F ��� ��� 22n/3 �������� (xi, y0, zj) ���������
��� �� ��������
�� T � %� �� �	�������
 ���� ��� 2n(��� �	��	� ������ ������ �� ��� ���#$ α� 4����
��� ����������� �� ��������� ����� ��� �	�� �������� �� 2−4n/3 ������
 �� 2−2n�
*���� ����� ��� 22n/3 �������� �� ����� ��� �����
�� ����
�$ ����� 	� ���� � ���������
�� �$�����
� �� �	�����"�� �	� �������
 ��������� ����� ��>	���� ���	�

T = 22n/3

����	������� ������ ����� �� �� ������� ���	��� �����
��� �� ��� ���	���� �����
�� +,0.� ��� ������ ��>	���
 �� �� ��� ��
�� �� M = 22n/3�

��� �� �
��� ����������� �	������ ���� � 2n(��� �	��	�� #�
��� � ���������
���	�
 ��>	��� ��� ����	������ �� 2n �	������ ���	��� ��������� ��� �*= ����
�������� �� ��� �������� !���� ��� ����� �� ������
 �� ��	����� ��� �	��	�
�� ��� Fi(�	�������� ����� �� 2n/3 ���� ����� ������� ��������� � ���� ���	�� ��
s = 4n/3 ����� 4������� �� �� ����� ���� ��$�� ���� ������� ��� �� #�
 ����������
�� ���� ���� ���� 22n/3�

��� ���� 
�����	�

%� ��� �	��	� �� F �� ��	�����
 �� s ≤ 2n �� ���� ��� �� #�
 � ����(���������
���� T = 2s/3� ���� ��� ��� ���	�� �� F ����� ��� �>	�� �� s #$�
 ���(����������

@��� F1 ��
 F2 ��� ��	�����
 �� ��� ���� �	���� �� ����� ��� �����
 ��
�$����� ������� �� ��� ��� ������ ��������� 2n �� s�

��$ ��� ���	� y �� F �� � ���	� y0� ����� �����
�� 2s/3 ���
�� ���	�� �� x
��
 z� @� 
����� ����� ���	�� �� xi ��
 zi ��� i = 1, . . . , 2s/3� ����	��� ��� ���
i� Ai = f1(xi, y0) ��
 ����� ��� ���	��� �� � ����� TA� *��������� ����	�� ��� ��� i
Bi = f2(y0, zi) ��
 ����� ��� ���	��� �� � ����� TB� A��� ������ ���� 2s/3 ��������
%� ���� ������� �� ��	����� ��� �	��	�� �� f1 ��
 f2 �� �� �� 
��� �� F � �����
�� #$ �� ��������� s/3(��� ������� β �� ��� s/2 ��������� ����� ��
 ����� TA



��
 TB �����
��� �� ���� �������� @� 	�� ��� ���� ��������� �� �� *������ C�)�
��� ���	�� �� � ����� T = TA ��α TB ���������� &

2s/3 × 2s/3

2s/3
= 2s/3

�������� �� s/2 ����� �������� �� ����� F �� ��� �������� (xi, y, zj) �� T � %� ��
�	�������
 ���� ��� #��� s/3 ���� �� ��� �	��	�� �� F1 ��� �>	�� �� β� 4���� ���
����������� �� ������ � ��������� ����� ��� �	�� �������� �� ��� ��� s ���� �� ����
2−2s/3 ������
 �� 2−s� *���� ����� ��� 2s/3 �������� �� ����� ��� �����
�� ����
�$
����� 	� ���� � ��������� �� �$�����
�

8�� �	����� F1 �� ��	�����
 �� s1 ���� ��
 F2 �� ��	�����
 �� s2 ����� ����
s = s1+s2� ��� ������� β ��� ������ s/3 ����� ����� ��� �������� �� T ���� ������
s1 ����� *� ���� s1 < s/3 �� ��� ���� �������� �� ��� ������	� ���������� %�
���� ����� �� ���
 �� �$������ ��� ����� �� F1 ��
 F2� �	� ��� �
�� �������
����������� ��� �����

�� �	�����"�� ��
����
����� �� ��� ��� ��	������� �� ��
�� �� #�
 � ����(
��������� �� s ���� ���� ���	� T = 2s/3 ����	������� ��� ������ ��>	���
 ��
���� �� ��� ��
�� �� M = 2s/3� ��� �	���� �� ������ >	����� �� ���� �� Q = 2s/3

� ��
����

��� � 2n(��� ����������� �	������� �� �� �$�����
 ���� 22n ����	������ ���	�
 ��
���
�
 �� ��
�� �� #�
 �� ���	� x ���� ���� �� y = F (x) ��� � ����� ��������� y�
���� ��>	������� �� ��������� �$������
 �� �������� ����������� 9�����	�������
��� ���� �������� �� +,0. 
��� ��� ������� ���� ��������� %� ���� �������� �� 
�(
������ � �������� ����� ���� ������$��� �� 2n ������

��� #�� �������� ����
�

��� h �� � ����� ������ �� ������ 2n ����� B	� ���� �� �� #�
 � �������� (x, y, z)
�	�� ���� F (x, y, z) = h� @� ��� ������� h �� (h1, h2) ��
 ��(�$����� �	� ����
�� &

F1(x, y, z) = f1(x, y) ⊕ f2(y, z) = h1 :,;

F2(x, y, z) = f2(y, z) ⊕ f3(z, x) = h2 :);

��� ����� �
�� �� �� �����
�� ���� �������� (x, y, z)� ��
 �� #��� ��������� �����
����� 
� ��� ������� :,;� !��	����� ������� ���������� ��� ����� �� 	��
 ��
���� ���� ���������� �'�������� %� ����� ��� ���	�� ��������� ���
�
����� ��� ��
�$�����
 �� ������� :);�

���� ���������� ��� 	� #$ �� ��������� y ��
 ����	��� ��� ��� �������� x�
Ax = f1(x, y)� ���	��� ��� �����
 �� � ����� TA ���� 2n �������� *��������� ��
����	�� ��� Bz = f2(y, z) ��
 ����� ��� ���	��� �� � ����� TB� 9���� � �������
��������� +,7. �� �� *������ C�)� �� ����	��

T = TA ��h1 TB



T �������� ��� ����� �� (Ax, Bz) �	�� ���� Ax ⊕ Bz = h1� �� ����� ���	�
 �� &

2n × 2n

2n

�������� ��� ���������
��� ���� ������$��� �� ���	� 2n� A� ������	������ ���
�������� (x, y, z) �� ����� T ������� �������� :,;� ���� �� ����	�� F2(x, y, z) ���
���� �� ����� @� �$���� ���� h2 ���� �� ������
� ����� ��� ����������� ��� �
���
�� ������� �� ������� :); �� 2−n� ��������� T ���	�
 ������� ��� ��������
�� F ��� ��� ������ h = (h1, h2)�

�� �	�����"�� �� ������� � �������� ����� ������� ��� �������� �� +,0.
���� ���� ������$��� �� T = 2n ����	������ ������ %� �

������ ��� ������
��>	������� �� ���	� M = 2n� ��� �	���� �� ������ >	����� �� ��� �	������ fi?�
�� ���� ���	� 2n�

��� �� �
��� ����������� �	������ �� 2n ����� #�
��� � �������� ���	�
 ��(
>	��� ���	� 22n ����	������� !� ��� ��� ���� ��� ����������� �� �� ��$� �����
���� ��	������� ��� �	��	� �� ��� ���� �	������ ���� ��� ���� �
��� ���	���� ���
��� ��	�����
 ������	������

��� ���� ���������

��� h �� � ����� ������ �� ������ s < 2n ����� @� ��� #�
 � �������� (x, y, z)
�	�� ���� F (x, y, z) ��	�����
 �� s ���� ����
� h �� ���� ��	���� 2s/2� %� ����
�	������� Fi?� ��� ��	�����
 �� s/2 ����� ���� ��� �����
 �� �� ������� ��� ����
�� �� ��� ������	� �������� ������ ������� n �� s/2�

*	����� ���� ���� ������ �� ��� ���� �������� ��� ��� ��	�����
 �>	����� ���
��������� F1 �� ��	�����
 �� s1 ���� ��
 F2 �� s2 ����� ����

s1 + s2 = s

@����	� ���� �� ����������� �� �	����� ���� s1 > s/2 > s2� %� ���� ����� �� #$ ��
��������� ���	� �� y ��
 �����
�� 2s/2 ��������� ���	�� �� x ��
 z� @� ����	��
��� f1(x, y) ��
 ����� �� ����� TA ��
 ��������� ����	�� ��� f2(y, z) ���� � �����
TB� !� �� ��� ������	� �������� �� ��	����� ��� �������� �� ���� ������� ��

���� 	�� � ������� ���������� @� ������ ��� ���������� �� ��� s1 ���� �� h1� ���
���	�� �� � �����

T = TA ��h1 TB

�� ��"�
2s/2 × 2s/2

2s1
= 2s−s1 = 2s2

!� ���� ������ �� ��� �	�� �� ��� ��� ������ h1 ��� ��� �������� �� T � *���� ����� ���
2s2 �	�� ��������� ��� �� ���� ���	�
 ���� ��� ��� ������ h2 ��
 ��������� �����
�
� ����
 ���������

���������� �� ��� 
�	��� ������ ���� �� ��	�����
 �� s ���� :�� 
��� ��� ������
����� ���� �� ��� �	��	� ��� ������
;� ���� � �������� ����� ����� ���� 2s/2�



� ����
	��
�� �� �� ��� ��� 	������
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